
EE120 Fall 2016: PS6 Solutions 

GSI: Phil Sandborn 

Problem 1.  
Given: ࣠ሼݔሾ݊ሿሽ ൌ ܺ൫݁௝ఠ൯  

a) ࣠൛݉ܫሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ ࣠ ቄ
௫ሾ௡ሿି௫∗ሾ௡ሿ

ଶ௝
ቅ  

 

࣠൛݉ܫሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ
࣠ሼ௫ሾ௡ሿሽ

ଶ௝
െ

࣠ሼ௫∗ሾ௡ሿሽ

ଶ௝
ൌ

ଵ

ଶ௝
ܺ൫݁௝ఠ൯ െ

ଵ

ଶ௝
∑ ሾ݊ሿ݁ି௝ఠ௡ஶ∗ݔ
௡ୀିஶ    

 

࣠൛݉ܫሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ
ଵ

ଶ௝
ܺ൫݁௝ఠ൯ െ

ଵ

ଶ௝
൫∑ ሾ݊ሿ݁௝ఠ௡ஶݔ

௡ୀିஶ ൯
∗
  

 

࣠൛݉ܫሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ
ଵ

ଶ௝
ܺ൫݁௝ఠ൯ െ

ଵ

ଶ௝
ܺ∗൫݁ି௝ఠ൯  

 

 

b) ࣠ሼݔሾെ݊ሿሽ ൌ ∑ ሾെ݊ሿ݁ି௝ఠ௡ஶݔ
௡ୀିஶ  

Using the substitution: ݊ᇱ ൌ െ݊, 

࣠ሼݔሾെ݊ሿሽ ൌ ∑ ሾ݊ᇱሿ݁௝ఠ௡ݔ
ᇲஶ

௡ᇲୀିஶ   

 

࣠ሼݔሾെ݊ሿሽ ൌ ܺ൫݁ି௝ఠ൯  
 

c) ࣠൛ܱ݀݀ሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ ࣠ ቄ
௫ሾ௡ሿ

ଶ
െ

௫ሾି௡ሿ

ଶ
ቅ 

 

࣠൛ܱ݀݀ሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ
ଵ

ଶ
ܺ൫݁௝ఠ൯ െ

ଵ

ଶ
࣠ሼݔሾെ݊ሿሽ  

 

࣠൛ܱ݀݀ሼݔሾ݊ሿሽൟ ൌ
ଵ

ଶ
ܺ൫݁௝ఠ൯ െ

ଵ

ଶ
ܺ൫݁ି௝ఠ൯  

   



Problem 2.  

Given this LDE:        ሾ݊ሿݕ  ൅
ଵ

ଶ
ሾ݊ݕ െ 1ሿ ൌ   ሾ݊ሿݔ

a) Frequency Response? 

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൅
ଵ

ଶ
ܻ൫݁௝ఠ൯݁ି௝ఠ ൌ ܺ൫݁௝ఠ൯  

 

ܻ൫݁௝ఠ൯ ቀ1 ൅
ଵ

ଶ
݁ି௝ఠቁ ൌ ܺ൫݁௝ఠ൯  

 

൫݁௝ఠ൯ܪ ൌ
௒൫௘ೕഘ൯

௑൫௘ೕഘ൯
ൌ

ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

 

b) Output for ݔଵሾ݊ሿ ൌ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
 ?  ሾ݊ሿݑ

 

ଵܺ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵିభ
మ
௘షೕഘቁ

  

 

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ ଵܺ൫݁௝ఠ൯	ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵିభ
మ
௘షೕഘቁ

ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

 

When taking IDTFT, we have a formula of the form of ܩ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵିభ
ర
௘షೕഘቁ

, with a frequency‐

scaling. First we take the inverse transform of ܩ൫݁௝ఠ൯ to get a discrete time signal ݃ሾ݊ሿ then 
apply the frequency scaling rule to get ݕሾ݊ሿ. 

൫݁௝ଶఠ൯ܩ ൌ
ଵ

ቀଵିభ
ర
௘షೕሾమഘሿቁ

  

 

൫݁௝ఠ൯ܩ ൌ
ଵ

ቀଵିభ
ర
௘షೕഘቁ

  

 

݃ሾ݊ሿ ൌ ቀ
ଵ

ସ
ቁ
௡
  ሾ݊ሿݑ

 

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀ
ଵ

ସ
ቁ
௡/ଶ

  .ሾ݊/2ሿ    for n even, and zero for n oddݑ

 

c) Output for ݔଶሾ݊ሿ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
 ?  ሾ݊ሿݑ

ܺଶ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ ܺଶ൫݁௝ఠ൯	ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

మ  

This has a form from the DTFT pair table, so we can find the output discrete time signal: 

ሾ݊ሿݕ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
  ሾ݊ሿݑ



 

d) Output for ݔଷሾ݊ሿ ൌ ሾ݊ሿߜ ൅
ଵ

ଶ
ሾ݊ߜ െ 1ሿ  ? 

ܺଷ൫݁௝ఠ൯ ൌ 1 ൅
ଵ

ଶ
݁ି௝ఠ  

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ ܺଷ൫݁௝ఠ൯	ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ ቀ1 ൅
ଵ

ଶ
݁ି௝ఠቁ

ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

ൌ 1  

A constant DTFT has a corresponding pair with a Kronecker delta function, so the output 

discrete time signal: 

ሾ݊ሿݕ ൌ   ሾ݊ሿߜ

e) Output for ݔସሾ݊ሿ ൌ ሾ݊ሿߜ െ
ଵ

ଶ
ሾ݊ߜ െ 1ሿ  ? 

ܺସ൫݁௝ఠ൯ ൌ 1 െ
ଵ

ଶ
݁ି௝ఠ  

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ ܺଷ൫݁௝ఠ൯	ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ቀଵିభ

మ
௘షೕഘቁ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

ൌ
ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

െ
ଵ

ଶ

௘షೕഘ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

  Using DTFT pairs and properties, we can directly write output discrete time signal and simplify: 

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ሿݑ െ

ଵ

ଶ
ሾ݊ߜ െ 1ሿ ∗ ቀቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
௡
  ሾ݊ሿቁݑ

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ሿݑ ൅ ቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ݑ െ 1ሿ  

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሺݑሾ݊ሿ ൅ ሾ݊ݑ െ 1ሿሻ		  

f) Output for ܺହ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ቀଵିభ

ర
௘షೕഘቁ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  ? 

 

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ ܺହ൫݁௝ఠ൯	ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ቀଵିభ

ర
௘షೕഘቁ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

మ െ
ଵ

ସ

௘షೕഘ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

మ  

  Using DTFT pairs and properties, we can directly write output discrete time signal and simplify: 

ሾ݊ሿݕ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ሿݑ െ

ଵ

ସ
ሾ݊ߜ െ 1ሿ ∗ ቆሺ݊ ൅ 1ሻ ቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
௡
  ሾ݊ሿቇݑ

ሾ݊ሿݕ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ሿݑ െ

ଵ

ସ
ቆሺ݊ሻ ቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
௡ିଵ

ሾ݊ݑ െ 1ሿቇ  

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ቄሺ݊ ൅ 1ሻݑሾ݊ሿ ൅

ଵ

ଶ
݊ ∙ ሾ݊ݑ െ 1ሿቅ  

g) Output for ܺ଺൫݁௝ఠ൯ ൌ 1 ൅ 2݁ିଷ௝ఠ  ? 

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ ܺହ൫݁௝ఠ൯	ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ
൫ଵାଶ௘షయೕഘ൯

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

ܻ൫݁௝ఠ൯ ൌ
ଵ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

൅ 2
௘షయೕഘ

ቀଵାభ
మ
௘షೕഘቁ

  

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ሿݑ ൅ ሾ݊ߜ2 െ 3ሿ ∗ ቄቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
௡
  ሾ݊ሿቅݑ

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሾ݊ሿݑ ൅ 2 ቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
௡ିଷ

ሾ݊ݑ െ 3ሿ  

ሾ݊ሿݕ ൌ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
ሺݑሾ݊ሿ െ ሾ݊ݑ16 െ 3ሿሻ    



Problem 3. 
Part a.  

 

 
 

 
   



Part 3b. 
 

 
 
 
 
Part 3c.  

 

 
 

   



Part 3d. 

 

 

 

 



 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 



 

 

 

 
 
 

   



 

Problem 4.  

a) ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ ݁ି௝ఠ
ଵିభ

మ
௘ೕഘ

ଵିభ
మ
௘షೕഘ

 

หܪ൫݁௝ఠ൯ห
ଶ
ൌ ቤ݁ି௝ఠ

ଵିభ
మ
௘ೕഘ

ଵିభ
మ
௘షೕഘ

ቤ
ଶ

  

หܪ൫݁௝ఠ൯ห
ଶ
ൌ ቤ

ଵିభ
మ
௘ೕഘ

ଵିభ
మ
௘షೕഘ

ቤ
ଶ

  

 

หܪ൫݁௝ఠ൯ห
ଶ
ൌ ቈ

ଵିభ
మ
௘ೕഘ

ଵିభ
మ
௘షೕഘ

቉ ∙ ቈ
ଵିభ

మ
௘షೕഘ

ଵିభ
మ
௘ೕഘ

቉ ൌ 1  

 

หܪ൫݁௝ఠ൯ห ൌ 1  
QED.  

We have used the fact that for any complex number, z, |z|2=zz*. 

b) If we let: 

ଵݖ ൌ ݁ି௝ఠ ൌ ଶݖ ;ଵ݁௝ఏభݎ ൌ 1 െ
ଵ

ଶ
݁௝ఠ ൌ ଷݖ ଶ݁௝ఏమ; andݎ ൌ 1 െ

ଵ

ଶ
݁ି௝ఠ ൌ  ,ଷ݁௝ఏయݎ

We can write ܪ൫݁௝ఠ൯: 

൫݁௝ఠ൯ܪ ൌ
௭భ௭మ
௭య

ൌ
௥భ௥మ
௥య
expሺߠଵ ൅ ଶߠ െ    ଷሻߠ

We can write ∠ܪ൫݁௝ఠ൯ ൌ ଵߠ ൅ ଶߠ െ  ଷߠ
ଵߠ ൌ െ߱  

ଶݖ ൌ 1 െ
ଵ

ଶ
݁௝ఠ ൌ 1 െ

ଵ

ଶ
cosሺ߱ሻ െ

௝

ଶ
sinሺ߱ሻ;     ଶߠ ൌ atanቆെ

ୱ୧୬ሺఠሻ

ଶ

ଵ

ଵିభ
మ
ୡ୭ୱሺఠሻ

ቇ 

ଷݖ ൌ 1 െ
ଵ

ଶ
݁ି௝ఠ ൌ 1 െ

ଵ

ଶ
cosሺെ߱ሻ െ

௝

ଶ
sinሺെ߱ሻ;   ଷߠ ൌ atanቆെ

ୱ୧୬ሺିఠሻ

ଶ

ଵ

ଵିభ
మ
ୡ୭ୱሺିఠሻ

ቇ 

ଷߠ ൌ atanቆ
ୱ୧୬ሺఠሻ

ଶ

ଵ

ଵିభ
మ
ୡ୭ୱሺఠሻ

ቇ  

Arctangent is an odd function, so െߠଶ ൌ  ଷߠ

൫݁௝ఠ൯ܪ∠ ൌ ଵߠ ൅ ଶߠ െ ଷߠ ൌ െ߱ ൅ 2atan ቀ
ୱ୧୬ሺఠሻ

ୡ୭ୱሺఠሻିଶ
ቁ  

 

c) The input function, ݔሾ݊ሿ ൌ cos ቀ
గ

ଷ
݊ቁ can be expressed in basis functions:  

ሾ݊ሿݔ ൌ
ଵ

ଶ
݁௝

ഏ
య
௡ ൅

ଵ

ଶ
݁ି௝

ഏ
య
௡  

Therefore, we can write the output of the system,  

ሾ݊ሿݕ ൌ
ଵ

ଶ
݁௝

ഏ
య
௡ ቚܪ ቀ݁௝

ഏ
యቁቚ ݁

௝∠ு൬௘ೕ
ഏ
య൰
൅

ଵ

ଶ
݁ି௝

ഏ
య
௡ ቚܪ ቀ݁ି௝

ഏ
యቁቚ ݁

௝∠ு൬௘షೕ
ഏ
య൰
   

ሾ݊ሿݕ ൌ
ଵ

ଶ
݁௝

ഏ
య
௡݁

௝∠ு൬௘ೕ
ഏ
య൰
൅

ଵ

ଶ
݁ି௝

ഏ
య
௡݁

௝∠ு൬௘షೕ
ഏ
య൰
  

ܪ∠ ቀ݁௝
ഏ
యቁ ൌ െ

గ

ଷ
൅ 2 atanቆ

ୱ୧୬ቀഏ
య
ቁ

ୡ୭ୱቀഏ
య
ቁିଶ

ቇ ൌ െ
ଶగ

ଷ
  



ܪ∠ ቀ݁ି௝
ഏ
యቁ ൌ

గ

ଷ
െ 2 atanቆ

ୱ୧୬ቀഏ
య
ቁ

ୡ୭ୱቀഏ
య
ቁିଶ

ቇ ൌ െ∠ܪ ቀ݁௝
ഏ
యቁ ൌ

ଶగ

ଷ
  

ሾ݊ሿݕ ൌ
ଵ

ଶ
݁௝

ഏ
య
௡݁௝ଶగ/ଷ	 ൅

ଵ

ଶ
݁ି௝

ഏ
య
௡݁ି௝ଶగ/ଷ	  

 

ሾ݊ሿݕ ൌ
ଵ

ଶ
݁௝ቀ

ഏ
య
௡ାమഏ

య
ቁ ൅

ଵ

ଶ
݁ି௝ቀ

ഏ
య
௡ାమഏ

య
ቁ
  

 

ሾ݊ሿݕ ൌ cos ቀ
గ

ଷ
݊ ൅

ଶగ

ଷ
ቁ  

 

d)  

 

 
   



Problem 5.  
a) ݄ሺݐሻ ൌ ݁ିଶ௧ݑሺݐሻ 

Take CTFT:  

࣠ሼ݄ሺݐሻሽ ൌ ଵሺ݆߱ሻܪ ൌ
ଵ

ଶା௝ఠ
  

Key points on the magnitude 

graph: 

|ଵሺ݆0ሻܪ| ൌ 1/2  

|ଶሺേ݆2ሻܪ| ൌ
ଵ

ଶ√ଶ
  (3dB point) 

 

 

 

 

 

 

 

b) ݄ଶሾ݊ሿ ൌ ሺ1 െ ݁ି଴.ଵሻ݁ି଴.ଵ௡ݑሾ݊ሿ 
Take DTFT:  

ሼ݄ଶሾ݊ሿሽܶܨܶܦ ൌ ଶ൫݁௝ஐ൯ܪ ൌ
൫ଵି௘షబ.భ൯

ଵି௘షబ.భషೕಈ
  

Key points on the 

magnitude graph:  

หܪଶ൫݁௝଴൯ห ൌ 1  
หܪଶ൫݁௝గ൯ห ≅ 0.05  
Periodic in Ω଴ ൌ  ߨ2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   



c) We can make the filters match by selecting a sampling frequency, since Ω ൌ
ఠ

ఠೞ
 ߨ2

First, normalize ܪ′ଵሺ݆߱ሻ ൌ  ଵሺ݆߱ሻܪ2
Ωଷௗ஻ ≅ 0.1 by inspection. We know Ωଷௗ஻ ൌ

ఠయ೏ಳ

ఠೞ
and ߱ଷௗ஻ ,ߨ2 ൌ 2. We can solve for ߱௦ ൌ

125.6 rad/s.  
The discrete filter behaves like the continuous time filter inside one period of ܪଶ൫݁௝ஐ൯. The 
period of ܪଶ in CTFT variable ߱ corresponds to 	

Ω ൌ
߱௙௜௟௧௘௥
߱௦

ߨ2 ൌ  ߨ

So ߱௙௜௟௧௘௥ is 63 rad/s, or ~10Hz.  

 
However, it can be seen that the filter only has a monotonic phase response inside േ3ߨ rad/s, 
so it may be relevant to restrict the bandwidth further if the application called for no dispersion 

(linear phase).  

 


